Prof. Dr. Alfred Toth

Inversen- und Dualia-Bildung bei nichtkommutativen Zeichenrelationen

1. In der von Bense eingefiihrten sog. (kleinen) semiotischen Matrix

1.1 1.2 1.3
21 22 23
31 32 33

wird die Identitdt von konversen und dualen Partialrelationen, d.h.
(a.b)” =x(a.b) = (b.a)

dadurch garantiert, dafd die drei moglichen semiotischen Gruppen, die man
tber der Menge der Primzeichen PZ = {1, 2, 3} mit Hilfe von drei Verkniip-
fungen konstruieren kann, abelsch, d.h. kommutativ sind. Anders gesagt: Die
drei moglichen Austauschrelationen, welche die drei moglichen Operatoren
erzeugen, namlich

1. Gruppe (PZ, 01) 2. Gruppe (PZ, 02) 3. Gruppe (PZ, 03)
23 13 12
1 = const. 2 = const. 3 = const.

sind eindeutig, d.h. sie "liberschneiden" sich nicht; vgl. z.B. fiir die 1. Gruppe
(PZ, O1):

1. Abgeschlossenheit: 1011 =2;10,2=2011=3;1013=30;1=1;20,
2=1;2013=3012=2;30,3=3.

2. Assoziativitat: 1 04 (2 01 3) = (1 Oq 2) 013=2;201 (3 o] 2) = (2 Oq 3) 012
=1,301(3011)=(3 013) 011=1, usw.

3.Einselement: 1013 =3011=1;2013=3012=2;3013=3,dh.e=3.



4. Inverses Element: 11 =2,denn10:2=3;21=1,denn20:11=3;31=3

= const.

2. Bei den 9 moglichen nicht-kommutativen Quasi-Gruppen hingegen fallen
Inverse und Dualia nicht mehr unbedingt zusammen; vgl. z.B. die nichtkom-
mutative Quasigruppe (PZ, 07):

1. Abgeschlossenheit: 1071 =3;1072=1#2071=2;107,3=2#3071=
1;207,2=3;207;3=1#3072=2;307;3=3.

2. Die Assoziativitatsbedingung ist i.a. nicht erfiillt: 1 07 (2 073) =3 # (1 07 2)
07 3 =2, usw.

3.Einselemente: 1072 =1#2071=2;207;1=2#107;2=1;307,3=3.

Wird also die Bedingung an Gruppen, abelsch zu sein, aufgehoben, erhalten
wir nicht - wie im Falle der kommutativen Gruppen - je dreimal 6 Permuta-
tionen der Folgenglieder in unterschiedlicher Ordnung, d.h. o(PZ) = {(1, 2, 3),
(1, 3,2),((2,1,3),(2,3,1), (3,1, 2), (3, 2, 1)}, sondern die folgenden 27
Transpositionen (da wegen Nicht-Kommutativitit die paarweise Verschie-
denheit der Glieder einer Folge natiirlich aufgehoben ist):

(1,1, 1) (2,1, 1) (3,1, 1)
(1,1,2) (2,1,2) (3,1,2)
(1,1,3) (2,1,3) (3,1,3)
(1,2,1) (2,2,1) (3,2, 1)
(1,2,2) (2,2,2) (3,2,2)
(1,2,3) (2,2,3) (3,2,3)
(1,3,1) (2,3,1) (3,3,1)
(1,3,2) (2,3,2) (3,3,2)
(1,3,3) (2,3,3) (3,3,3),



und diese entsprechen nattrlich genau den 9 moglichen nicht-kommutativen
(Quasi-)Gruppen (PZ, ©4) bis (PZ, 012) (vgl. Toth 2009). Da wir uns fur
Konversen und Dualia interessieren, interessieren uns nattirlich auch hier die
Austauschrelationen, welche die quasigruppentheoretischen Operatoren
bewirken:

(PZ,04) (123)
(111)

os (ab cdef) - (1.1 1.1 1.1), d.h. 4 transformiert jede Zeichenklasse in die
Zeichenrelation (1.1 1.1 1.1). Hier sind also Konversen und Dualia trivialer-
weise identisch.

Betrachten wir nun die weiteren 20 Quasigruppen:
(PZ,05) (123)
112)

65(3.12.11.1) - (2.1 1.1 1.1)
65(3.12.11.2) > (2.1 1.11.1)
65(3.12.11.3) > (211.11.2)
65(3.1221.2) > (21 1.11.1)
65(3.1221.3) > (2.11.11.2)
65(3.1231.3) > (211.21.2)
65(3.2221.2) > (2.1 1.11.1)
65(3.22.21.3) > (211.11.2)
65(3.2231.3) > (211.21.2)
65(3.3231.3) > (221.21.2)

(PZ,06) (123)
(113)

06 (3.12.11.1) - (3.11.11.1)
66(3.12.11.2) > (3.11.11.1)



66(3.12.11.3) > (3.11.11.3)
66(3.1221.2) > (3.11.11.1)
66(3.1221.3) > (3.11.11.3)
66(3.1231.3) > (3.11.31.3)
66(3.2221.2) > (3.11.11.1)
66(3.22.21.3) > (3.11.11.3)
66(3.2231.3) > (3.11.31.3)
66(3.3231.3) > (3.31.31.3)

(PZ,07) (123)
(121)

67(3.12.11.1) - (1.12.11.1)
67(3.12.11.2) > (1.12.11.2)
67(3.12.11.3) > (1.12.11.1)
67(3.12.21.2) > (1.12.21.2)
67(3.12.21.3) > (1.12.21.1)
67(3.1231.3) > (1.12.11.1)
67(3.22.21.2) - (1.2221.2)
67(3.22.213) > (1.22.21.1)
67(3.22.31.3) > (1.22.11.1)
67(3.32.31.3) > (1.12.11.1)

(PZ,0g) (12 3)
(122)

05 (3.12.11.1) - (2.12.11.1)
05(3.12.11.2) > (2.12.11.2)
05 (3.12.11.3) > (2.12.11.2)
05(3.1221.2) > (2.1221.2)
05(3.1221.3) > (2.1221.2)
05 (3.1231.3) > (2.1221.2)



08 (3.22.21.2) - (2.22.21.2)
65 (3.22.21.3) > (2.22.21.2)
05 (3.2231.3) > (22221.2)
08 (3.32.31.3) > (2.22.21.2)

(PZ, 09) (12 3)
(131)

69 (3.12.11.1) - (1.13.11.1)
69 (3.12.11.2) - (1.13.11.3)
69 (3.12.11.3) - (1.13.11.1)
69 (3.12.21.2) - (1.13.31.3)
69 (3.12.21.3) - (1.13.31.1)
69 (3.12.31.3) - (1.13.11.1)
69 (3.22.21.2) - (1.33.31.3)
69 (3.22.21.3) > (1.33.31.1)
69 (3.22.31.3) - (1.33.11.1)
69 (3.32.31.3) > (1.13.11.1)

(PZ,010) (123)
(133)

610 (3.12.11.1) > (3.13.11.1)
610 (3.12.11.2) - (3.13.11.3)
610 (3.12.11.3) - (3.13.11.3)
610 (3.12.21.2) > (3.13.31.3)
610 (3.12.21.3) - (3.13.31.3)
610 (3.12.31.3) > (3.13.31.3)
610 (3.22.21.2) > (3.33.31.3)
610 (3.22.21.3) - (3.33.31.3)
610(3.22.31.3) > (3.33.31.3)
610 (3.32.31.3) > (3.33.31.3)



(PZ,011) (123)
(211)

611(3.12111)—>(1.21.22.2)
611(312112)—>(1.21.22.1)
611(3.12113)—>(1.21.22.1)
611(3.12212)—>(1.2112.1)
611(3.12213)—>(1.2112.1)
611(3.12313)—>(1.21.12.1)
611(3.22212)—>(1.1112.1)
611(3.22213)—>(1.1112.1)
611(3.22313)—>(1.1112.1)
611(3.32313)—>(1.1112.1)

(PZ, 012) (12 3)
(212)

612 (3.12.11.1) > (2.21.22.2)
612(3.12.112) > (2.21.22.1)
612 (3.12.113) > (2.21.22.2)
612(3.12212) > (2.21.12.1)
612(3.12213) - (2.21.12.2)
612(3.1231.3) - (2.21.22.2)
612(3.22212) > (2.11.12.1)
612(3.22213) > (2.11.12.2)
612(3.22313) > (2.11.22.2)
612(3.32313) > (2.21.22.2)

(PZ, 013) (123)
(221)

613 (3.12.11.1) > (1.22.21.2)



613 (3.12.112) > (1.22.22.2)
613 (3.12.113) > (1.22.22.1)
613 (3.12.212) > (1.22.22.2)
613(3.12.213) > (1.22.22.1)
613 (3.12.313) > (1.22.12.1)
613 (3.22212) > (1.22.22.2)
613(3.22213) > (1.22.22.1)
613 (3.22313) > (1.22.12.1)
613 (3.32.313) > (1.1232.1)

(PZ,014) (123)
222)

614 (3.12.11.1) - (2.22.22.2)
614 (3.12.11.2) > (2.22.22.2)
614 (3.12.113) > (2.22.22.2)
614 (3.12.21.2) > (2.22.22.2)
614(3.12.213) = (2.22.22.2)
614(3.1231.3) = (2.22.22.2)
614 (3.22.21.2) > (2.22.22.2)
614(3.22.213) = (2.22.22.2)
614 (3.2231.3) > (2.22.22.2)
614 (3.3231.3) > (2.22.22.2)

(PZ, 015) (12 3)
(223)

615 (3.12.11.1) > (3.22.22.2)
615 (3.12.11.2) > (3.22.22.2)
615 (3.12.11.3) - (3.22.22.3)
615 (3.12.21.2) > (3.22.22.2)
615 (3.12.21.3) - (3.22.22.3)



615 (3.12.31.3) - (3.22.32.3)
615 (3.22.21.2) > (3.22.22.2)
615 (3.22.21.3) - (3.22.22.3)
615 (3.22.31.3) - (3.22.32.3)
615 (3.32.31.3) > (3.32.32.3)

(PZ,016) (123)
(232)

616 (3.12.11.1) - (2.23.22.2)
616 (3.12.11.2) - (2.23.22.3)
616 (3.12.11.3) - (2.23.22.2)
616 (3.12.21.2) > (2.23.32.3)
616 (3.12.21.3) - (2.23.32.2)
616 (3.12.31.3) > (2.23.22.2)
616 (3.22.21.2) > (2.33.32.3)
616 (3.22.21.3) - (2.33.32.2)
616 (3.22.31.3) > (2.33.22.2)
616 (3.32.31.3) - (2.23.22.2)

(PZ, 017) (123)

(233)
617 (3.12.11.1) - (3.23.22.2)
617 (3.12.11.2) > (3.23.22.3)
617 (3.12.11.3) - (3.23.22.3)
617 (3.12.21.2) - (3.23.32.3)
617 (3.12.21.3) - (3.23.32.3)
617 (3.12.31.3) - (3.23.32.3)
617 (3.22.21.2) > (3.33.32.3)
617 (3.22.21.3) - (3.33.32.3)
617 (3.22.31.3) - (3.33.32.3)
617 (3.32.31.3) - (3.33.32.3)



(PZ, 015) (12 3)
(311)

615 (3.12.11.1) - (1.3 1.33.3)
618 (3.12.11.2) - (1.31.33.1)
615 (3.12.11.3) - (1.3 1.33.1)
615 (3.12.21.2) - (1.3 1.1 3.1)
618 (3.12.21.3) - (1.3 1.1 3.1)
615 (3.12.31.3) - (1.31.33.1)
615 (3.22.21.2) - (1.1 1.1 3.1)
618 (3.22.21.3) - (1.1 1.1 3.1)
618 (3.22.31.3) - (1.1 1.1 3.1)
615 (3.32.31.3) - (1.1 1.1 3.1)

(PZ, 019) (12 3)
(313)

619 (3.12.11.1) > (3.31.33.3)
619 (3.12.11.2) > (3.31.33.1)
619 (3.12.11.3) > (3.31.33.3)
619 (3.12.21.2) > (3.31.13.1)
619 (3.12.213) > (3.31.13.3)
619 (3.12.31.3) - (3.31.33.3)
619 (3.22212) > (3.21.13.1)
619 (3.22.213) - (3.11.13.3)
619 (3.22.31.3) - (3.11.33.3)
619 (3.32.31.3) > (3.31.33.3)

(PZ, 020) (12 3)
(322)

620 (3.12.11.1) - (2.32.33.3)



620 (3.12.11.2) - (2.32.33.2)
620 (3.12.11.3) - (2.32.33.2)
620 (3.12.21.2) > (2.32.23.2)
620 (3.12.21.3) - (2.32.23.2)
620 (3.12.31.3) > (2.32.23.2)
620 (3.22.212) > (2.22.23.2)
620 (3.22.213) > (2.22.23.2)
620 (3.22.313) - (2.22.23.2)
620 (3.32.31.3) - (2.22.23.2)

(PZ,021) (123)
(323)

621 (3.12.11.1) > (3.32.33.3)
621 (3.12.11.2) > (3.3233.2)
621(3.12.11.3) - (3.32.33.3)
621 (3.12.21.2) > (3.32.23.2)
621 (3.12.213) - (3.32.23.3)
621(3.12.31.3) - (3.32.33.3)
621(3.2221.2) > (3.22.23.2)
621(3.22.213) > (3.22.23.3)
621(3.22.31.3) - (3.22.3 3.3)
621 (3.32.31.3) - (3.32.33.3)

(PZ, 022) (12 3)
(331)

622 (3.12.11.1) - (1.33.33.3)
622 (3.12.11.2) - (1.33.33.3)
622 (3.12.11.3) - (1.33.33.1)
622 (3.12.21.2) - (1.33.33.3)
622 (3.12.21.3) - (1.33.33.1)
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622 (3.12.31.3) > (1.33.13.1)
622 (3.22.21.2) - (1.33.33.3)
622 (3.22.213) - (1.33.33.1)
622 (3.22.313) > (1.33.13.1)
622 (3.32.31.3) - (1.13.13.1)

(PZ,023) (123)
(332)

623 (3.12.11.1) - (2.33.33.3)
623 (3.12.11.2) > (2.33.33.3)
623 (3.12.11.3) - (2.33.33.2)
623 (3.12.21.2) > (2.33.33.3)
623 (3.12.21.3) - (2.33.33.2)
623 (3.12.31.3) > (2.33.23.2)
623 (3.22.21.2) - (2.33.333)
623 (3.22.213) > (2.33.33.2)
623 (3.22.31.3) > (2.33.23.2)
623 (3.32.31.3) > (2.23.23.2)

(PZ,024) (123)
(333)

624 (3.12.11.1) > (3.32.3 1.3)
624 (3.12.11.2) > (3.32.31.3)
624 (3.12.113) - (3.32.31.3)
624 (3.12.21.2) > (3.323 1.3)
624 (3.12.21.3) > (3.323 1.3)
624 (3.12.31.3) > (3.323 1.3)
624 (3.22.21.2) > (3323 1.3)
624 (3.22.213) > (3.3231.3)
624 (3.22.313) > (3.3231.3)
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624 (3.32.313) > (3323 1.3)

Bei allen (27-3 =) 24 nicht-kommutativen Gruppen ist somit die Anzahl
semiotischer Werte gegeniiber den Peirce-Benseschen Zeichenklassen redu-
ziert, d.h. die Aquilibration zwischen triadischen und trichotomischen Werten
ist aufgehoben (vgl. dazu Toth 2012). Dadurch verdanken sich konvers bzw.
dual "aussehende" Relationspaare also dieser Wertereduktion, d.h. die
Begriffe der Konversion und Dualitat werden hier ad absurdum gefiihrt. Aller-
dings stellt umgekehrt die Herstellung von Quasigruppen aus der Primzei-
chenrelation eine Hauptstrategie zur Erzeugung von abweichender Valenz
zwischen n-adischen (T) und n-tomischen (t) Werten einer Relation dar, d.h.
fiur die in Toth (2012) neben dem klassischen, d.h. Peirce-Benseschen Fall T
= t besprochenen Fillen T > tund T < t.

Literatur

Toth, Alfred, Gruppentheoretische Semiotik. In: Electronic Journal for Mathe-
matical Semiotics, 2009

Toth, Alfred, Relationale Strukturen und Zahlenfolgen. In: Electronic Journal
for Mathematical Semiotics, 2012

14.3.2012

12



